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Permutations Partiellement Soulignees et Polynomes Ceometriques
G. KREWERAS
L'article denornbre, parmi les permutations de {I, 2, ... , n} dont certains termes sont soulignes,
celles pour lesquelles la suite des termes soulignes presente h termes "saillants" , et etablit que
les entiers correspondants sont les coefficients d'une famille particuliere de polynomes
orthogonaux (les polynomes "geornetriques" ) dont il etudie les principales proprietes,
The paper enumerates, among the permutations of {I, 2, . . . , n} in which some terms are
underlined, those for which the sequence of underlined terms has h "salient" terms; it shows that
the corresponding integers are coefficients of a specific family of orthogonal polynomials
("geometric" polynomials), the main properties of which are investigated.
1. INTRODUCTION
Rappelons que, dans une suite de nombres, on appelle "terme saillant" tout terme qui
n'a aucun predecesseur plus grand que lui, et que parmi les k! permutations de k nombres
distincts, Ie nombre de celles qui ont h termes saillants est un nombre de Stirling de
premiere espece s(k, h) (egal asomme des produits de k - h facteurs distincts tires de
{O, 1,2, ... , k-1}).
Dans ce qui suit nous appellerons Y n l'ensemble des permutations de {1, 2, ... , n} = [n]
et C§n l'ensemble des permutations partiellement soulignees (en abrege PPS) de En].
Exemple: ~5241 E C§S. Toute PPS peut-etre consideree comme un couple forme d'une
permutation (ici35241 E ~s) et d'une partie de [n], forrnee par les emplacements soulignes
(ici {1, 4}E 9»[5]); C§n a done pour cardinal 2nn! La "suite soulignee" se definit de facon
evidente ; c'est 34 dans l'exemple ci-dessus.
Nous nous interesserons specialement ala partie de C§n formee des PPS dans lesquelles
la suite soulignee a exactement h termes saillants; nous appellerons cette partie G (n, h )
et son cardinal g (n, h ); i1 est clair que
n
L g(n,h)=2nn!;
h= l
on convient en outre que g(O, 0) = 1.
II est commode, pour n ~ 1, de decomposer G(n, h) en deux parties complementaires,
suivant que le terme egal an de la PPS est souligne ou non, et d'appeler Fin, h) la partie
pour laqulle ce terme nest souligne; si le cardinal correspondant est Yen, h), on a
evidemment
£ Y en, h) = 2 n - 1n !
h ~l
Montrons maintenant les deux formules de recurrence
g(n, h ) = Y en, h) + ngin -1, h)
Yen, h) = g(n -1, h -1)+2(n -l)y(n -1, h).
(1)
(2)
Pour montrer (1), il suffit de remarquer que si dans une PPS p de [n] le terme n n 'est
pas souligne, ce qui reste apres suppression de ce terme est une PPS p' de [n -1], avec
suite soulignee ah termes saillants, done appartenant aG(n -1, h); or les p engendrant
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une pi donnee quelconque de G(n -1, h) sont au nombre de n, puisque le terme n (non
souligne) peut etre reintroduit al'un quelconque des n emplacements possibles; d'ou le
terme ng(n -1, h) de (1).
Pour montrer (2), distinguons dans Ftn, h), ou nest necessairement souligne, deux
sortes de PPS: celle ou 1) est en derniere position et les autres. Pour les premieres, la
suppression du 1) final laisse une PPS appartenant a G(n -1, h -1), ce qui justifie le
terme g(n -1, h -1) de (2). Soit done p l'une des autres: le dernier terme n'est certaine-
ment pas egal an, et il peut etre souligne ou non. La suppression du terme final t de p
laisse une suite ordinalement isomorphe aune PPS pi, qui appartient ar (n - 1, h) puisque
le plus grand terme en est souligne, Mais si l'on se donne pi arbitrairement dans
Ttn -1, h), comment reconstituer une p dont le terme final soit un t donne? En
augmentant d'une unite tous les termes ~t dans pi, sans changer les soulignements et en
placant ala fin un terme egal at.que l'on peut souligner ou non sans changer h (puisque
1) est place avant); il y a done deux possibilites pour t donne, done 2(n -1) possibilites
pourt non donne, et finalement 2(n -1)y(n -1, h) possibilites; ce qui acheve d'etablir (2).
2. FORMATION SIMULTANEE DES DEUX TABLEAUX G ET r
G et r sont les deux tableaux qui, en ligne n et colonne h, donnent les valeurs
numeriques respectives de g(n, h) et de y(n, h); il est:commode de poser y(O, 0) = 1. Il
est evident que pour h > n on a gin, h) = y(n, h) = 0, et aussi que pour tout n E N g(n, n) =
y(n, n) = 1. Les deux tableaux, cartes en droit, auront done un aspect triangulaire
correspondant a00;;; h 0;;; n.
Les relations (1) et (2) permettent de les former de proche en proche. On les considerera
comme des matrices sur Nx N:
G=
r=
1
1
2
6
24
1
o
o
o
o
1
5
29
206
1
3
14
90
1
12
131
1
9
83
1
22
1
18
1
1
Ci-apres sont enumerees les g(3, 1) = 29 PPS de {I, 2, 3} dont la suite soulignee a 1
terme saillant; agauche les y(3, 1)= 14 PPS ou 3 est souligne, adroite les 29 -14 =3 x5
autres (les termes saillants sont soulignes deux fois):
12~
2q
~21 ~12 3p p2 p3
~21 ~lf 31~ 13~ q3
~fl ~12 3~1 ~31 ~13
~fl ~lf 32~ 23~ 2p
2~1 q2 3~1 ~31 ~13
2~1 qf
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3. CALCULS DIRECfS DE gin, h) ET y(n, h)
Dans G(n, h), appelons G(n, h, k) la partie formee par les PPS ayant au total k termes
soulignes (k ~ h). La suite soulignee, Iormee de k termes dont h saillants, a s(k, h) types
ordinaux possibles (d. Section 1); l'ensemble de ses termes est l'une quelconque des (~)
parties de cardinal k de [n]. II y a done (~)s(k, h) possibilites quant ala nature de la suite
soulignee. Pour chacune de ces possibilites, la PPS complete se determine en choisissant
par exemple les emplacements successifs des n - k termes non soulignes, ce qui est
possible de (n)n-k manieres (notation de Vandermonde), soit n!/k! manieres, D'oii au
total, si k est fixe, un nombre de possibilites egal a
( n) n!k k!s(k,h), (3)
qui est ainsi le cardinal de G(n, h, k).
Si l'on raisonne de meme dans la partie Ftn, h) de G(n, h), c'est-a-dire si l'on denombre
les PPS ayant k termes soulignes dont le terme n, on voit sans peine que l'ensemble
correspondant Ftn, h, k) a pour cardinal
(n)(n -1)!k (k -1)! s(k, h). (4)
II en resulte que g(n, h) et y(n, h) s'obtiennent en sommant par rapport a k les
expressions respectives (3) et (4). Ce resultat peut se resumer sous forme matricielle en
introduisant d'une part la matrice S des nombres de Stirling de Iere espece
1
0 1
S= 0 1 1
0 2 3 1
0 6 11 6 1
d'autre par les deux matrices L et A dont les termes generaux (ligne n, colonne k) sont
pour L: (Z)n !/k!
pour A: (Z)(n -1)!/(k -1)!
(avec la convention que la colonne 0 de A est formee d'un 1 suivi de zeros). On peut alors
ecrire G = LS et r = AS.
EXEMPLE. Calcul de g(4, 2). La ligne 4 de Lest
1x4.3.2.1 4x4.3.2 6x4.3 4x4 1 0 .. 0 ...
24 96 72 16 1 0 .. 0 ...
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o
o
1
3
11
g(4, 2) = 72 x 1+ 16 x 3 + 1 x 11 = 131.
4. FONCTIONS GENERATRICES A UNE VARIABLE
De (1) on tire immediatement
y(n, h) = g(n, h) - ng(n -1, h)
done
y(n -1, h) = g(n -1, h)-(n -1)g(n -2, h).
En portant ces expressions dans (2), on trouve la relation de recurrence
g(n - h)- g(n -1, h -1)-(3n -2)g(n -1, h)+2(n -1)Zg(n -2, h) =0 (5)
qui concerne le tableau G seul. 11 est alors interessant d'introduire les polynomes
generateurs des lignes de G, avec la convention suivante:
n
Gn(x) = L (-1r- hg(n, h)x h•
h=O
On a ainsi Go(x) = 1, G 1(x) =x -1, et par suite de (5), Vn ~ 2,
Gn(x) - (x - 3n +2)Gn- 1(x) +2(n -1)zGn_z(x) = O. (6)
On peut de Iacon analogue eliminer les g au lieu des y, ce qui conduit ala recurrence
y(n +1, h)-y(n, h -1)-3ny(n, h)+2n(n -1)y(n -1, h) =0, (7)
et, apres introduction de
ala suite de polynomes To(x) = 1, r 1(x) = x, et
rn(x)-(x -3n +3)rn-l(X)+2(n -1)(n -2)rn-z(x) = O. (8)
On aurait d'ailleurs pu trouver directement (6) et (8), sans passer par (5) et (7), en tirant
respectivement de (1) et (2) les relations
rn(x) =G; (x) +nGn- 1(x)
et
Pour trouver les fonctions generatrices des colonnes de G et r, il est commode de
commencer par
un
Yh(U) =L y(n, h) I" (fonction generatrice de Blissard).
n n.
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On tire de (7), par multiplication par u"/ n! et sommation, le systeme recurrent
d'equations differentielles
dy,
(1- u)(l- 2u) du = Yh-l,
qui se laisse aisement integrer de proche en proche si l'on remarque que Yo = 1 et que
Yh(O)= 0, Vh ~ 1.
On trouve ainsi
1 1-u
Yh=h Yh-l . log 1-2u'
d'ou
1 ( 1-u)h
Yh(u)=hl logl_2u .
Par ailleurs, de (1) on tire facilement la conclusion que la fonction generatrice de
Blissard Zh(U) de la colonne h de G satisfait a
d'ou
(9)
5. FONCTION GENERATRICE A DEUX VARIABLES
Si dans le tableau G on dispose les signes "en damier" pour faire apparaitre les nombres
(-lr- hg(n, h) qui sont les coefficients des polynomes Gn(x), il faut transformer la
Formule (9) en remplacant u par -u et en multipliantpar (_l)h. On trouve ainsila fonction
generatrice de la nouvelle colonne h, qui devient
1 1 ( 1+2u)h
1+ u h! log 1+ u .
En multipliant par x h et en sommant par rapport ah, on voit que
L (-lr-hg(n, h)x h un = _1_(1 +2U) x= (1+2ur(1 + U)-x-l.
(n.h) n! l+u l+u
Gn(x) apparait ainsi comme le coefficient de u.fn! dans le developpement de cette
fonction. La multiplication des developpements des deux facteurs (1+2ur et (1+ u )-x-l
donne alors une nouvelle expression de Gn(x):
(10)
En calculant de la meme maniere, on etablit aussi que
rn(x)=x t (-1)i(~)2n-i(X+i-1)n_l (pour a a I).
i=O 1
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6. ORTHOGONALITE
D'apres un theoreme dont la paternite exacte est difficileaetablir,* chaque fois qu'une
famille de polynomes P« (de degre n) satisfaisant aune recurrence du type
(11)
avec b; > 0, il existe une loi de probabilite de fonction de repartition F(x) telle que pour
toute paire d'entiers distincts m et n on ait
+00
(12)
qui s'annule pour x = O.
-00
(11) est alors la "recurrence de Darboux-Christoffel" de la famille definie par (12) (cf.
[4]).
Ici, d'apres (6), on a b; = 2(n _1)2; done les Gn(x) forment une famille de polynomes
orthogonaux. Dans ce qui suit nous montrerons que la loi de probabilite F(x) correspon-
dante est ici celle d'une variable aleatoire discrete non-negative telle que, VA EN,
2- .>. - 1p.>. = .
(C'est la "loi geometrique"; nous appellerons done les Gn(x) des "polynomes
geometriques". Ces polynomes ne figurent pas dans les repertoires les plus classiques de
familles de polynomes orthogonaux.)
Pour etablir cela nous ~ous servirons d'une remarque et d'un lemme, valables tous
deux pour 0,,;;;; m ,,;;;; n - 1.
REMARQUE. On a
La demonstration de ce fait est immediate, par exemple al'aide des fonctions gene-
ratrices de (1- xr et de (1- x )-m-1.
LEMME. La somme Lm.n (x) = L (7)G n(x +A)T.>.-l est un polyndme de degre n en x,
.>.eN
Les termes asommer ne sont ;:60 que pour A;;;. m. On peut done ecrire, en vertu de (10),
Sommons d'abord pour i +A constant et egal am + e (e ;;;. 0 puisque A est ;;;'m et aplus
forte raison A+ i ;;;. m). La partie soulignee est alors constante, et la remarque faite plus
haut indique que son coefficient est egal a(-ln n - ,;, - \ d'ou finalement
'" ( 1 '" ( )e(n - m -1)2n-m-e( )~m,n x) = '2 ~ -1 x +m +e m
eeN e
*Le livre de Szego [4] renvoie 11 Meixner [2], lequel 11 son tour renvoie au livre de Perron [3] 0') Ie theorerne
ne parait pas se trouver explicitement. Szegii [4] renvoie aussi 11 Favard [1], qui donne une demonstration
s'appuyant sur la condition de Stieltjes relative au "probleme des moments",
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(13)
ce qui est une combinaison lineaire de n - m polynomes de degre n, puisque Ie binomial
(n-,;,-l) n'est ,=0 que pour e";;;; n - m -1; mais pour ces memes valeurs de e on a
(m +e), = 0, ce qui acheve de dernontrer Ie lemme.
Grace ace lemme on sait maintenant que, pour tout m e {O, 1,2, ... , n -I}, on a
Or les n polynomes (:,) peuvent servir de base al'espace vectoriel de tous les polynomes
en x de degre ";;;;n -1; on peut done, en les combinant lineairement, obtenir n'importe
lequel de ces polynomes, et notamment Go(x), G1(x), . . . , Gn-1(x). II en resulte que
, L Gm(A)Gn(A)2-.l.-l =0,
.I.EN
ce qui est bien la forme que prend (12) quand F(x) est la fonction de repartition de la loi
geornetrique.
7. REMARQUES COMPLEMENTAIRES
(a) PROPRIETE DESYMETRIE. De l'expression (10) de G; (x) il resulte facilement que,
pour tout couple d'entiers non-negatifs (m, n), on a
(-lr (_l)m
-,-Gn(m)=--, Gm(n).
n. m.
En effet, (10) entraine que
(-lr Gn(m)=" (-2r- i( . m+i . )
n! '7 m+z-n n-z il '
(trinomial)
ce qui, si l'on pose n - i = A, peut aussi s'ecrire
L(-2).I.( m+n-A A).
.I. m-A n-A
Sous cette forms la symetrie par rapport am et nest evidente.
La meme symetrie aurait pu etre prouvee apartir de la remarque G = LS de la Section
3, et de la propriete bien connue des nombres de Stirling de Iere espece que resume
l'egalite matricielle
1 1
-x -x
S 2 (xhx
3
-(xh-x
On a alors
1 1
-x -x
G 2 =L (xhx
3
-(xh-x
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(14)
ce qui, compte tenu de la definition de L, fournit pour la ligne n :
n ( ;. k( n) n! ( )(-1) On x)= k-:-O (-1) k k! X k·
Si l'on prend pour x l'entier non-negatif m et que l'on divise les deux membres ci-dessus
par n !, on voit que
(-lrOn(m) L (_l)k(n)(m).
n! k k k
L'egalite des deux seconds membres de (13) et (14) est par elle-meme une identite
interessante. Nous laissons au lecteur Ie soin d'etablir, atitre d'exercice, que si a(m, n)
est la valeur commune de ces seconds membres, on a, pour m;;;.l et n ;;;'1, a(m, n) =
a(m -1, n)+a(m, n -1)-2a(m -1, n -1).
(b) Les polynomes T; (x) ne sont pas orthogonaux puisque leur equation de recurrence
(8) ne verifie pas, pour n = 2, la condition b; > 0 de la recurrence generale (11). Cependant
des calculs analogues aceux de la Section 6 permettent de s'assurer que les polynomes
Hn(x) =X-Irn+1(x )
forment, eux, une famille orthogonale, et que la loi de probabilite correspondante F(x)
est celle de la variable qui prend la valeur entiere positive A avec la probabilite A.2-,\-1.
(c) Un resultat classique de la theorie generale des polynomes orthogonaux relie les
coefficients de ceux-ci aux moments successifs Co, Ch C2 . . . de la loi de probabilite F(x)
correspondante. Ce resultat enonce que Ie n-ieme polynome P; (x) de la famille est
proportionnel au determinant
1 2 nX X X
Co Cl C2 Cn
Cl C2 C3 Cn+l
------------
Cn-l Cn Cn+l ... C2n-l
Le coefficient de x" est dans cette expression Ie determinant d'ordre n qui a pour
element general Ci+io ou 0~ i ~ n -1 et 0 ~ j ~ n -1. Si l'on appelle D; ce determinant,
on demontre que
D n = (b2r - 1(b3r - 2 ... (bn_1)2bm
ou Ie b; est celui qui apparait dans la Formule (11) (cf, [1] par exemple).
Dans le cas des polynomes geometriques, b; =2(n _1)2, d'ou
D; = 2n(n-O/2[O! 1! 2! ... (n -l)!f.
Quant aux c, ils se calculent facilement apartir des moments factoriels
IJ-i = L (A)i2-,\-1 = i! (calcul immediat)
'\eN
et de la remarque que
(15)
Ci = P~IJ-l+ P~1J-2+... +P:IJ-i'
ou pJ designent les nombres de Stirling de 2eme espece ; on sait que ceux-ci denombrent
aussi les partitions d'un ensemble de cardinal i en j classes. II en resulte que c, n'est autre
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que le nombre de preordres totaux definissables sur un ensemble de j elements. II est bien
connu (et facile aretablir) que ce nombre c, satisfait ala recurrence
Ci=G)Ci-l+G)Ci-2+': '+G)co;
la suite commence par
i=O 1 2 3 4 5 6
c. = 1 1 3 13 75 541 4683
C'est un fait remarquable en soi (et apparemment pas facile amontrer par un calcul
direct) que Ie determinant D; construit apartir de cette suite satisfait a(15).
EXEMPLE
1
D 3 = 1
3
1 3
3 13 = 32 = 23(0! l! 2!)2.
13 75
Notons enfin que si l'on s'interessait non plus aux polynomes On (x) mais aux polynomes
Hn(x)=X-1rn+1(x), les moments successifs seraient ceux de la loi A2- A - 1 ; leur suite ne '
serait plus Co, Cl, C2, C3 ... ,mais Cl, C2, C3, C4 ...et le determinant d'ordre n correspondant
serait non plus D; mais I n = n! D; (demonstration aisee apartir de (8».
EXEMPLE
1 3
.13 = 3 13
13 75
13
75 =192=32x3!
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